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1. ñaët vaán ñeà
Theo y hoïc, khoái u laø söï xuaát hieän baát thöôøng

cuûa moät hoaëc nhieàu khoái moâ môùi, hình thaønh do söï
taêng tröôûng quaù möùc cuûa teá baøo, trong ñoù teá baøo
chia taùch vaø nhaân leân khoâng kieåm soaùt. Luùc naøy, cô
cheá ñieàu hoøa söï phaân chia teá baøo bò roái loaïn, daãn
ñeán söï tích tuï cuûa teá baøo môùi moät caùch khoâng caàn
thieát. Khoái u coù theå xuaát hieän ôû baát kì vò trí naøo
trong cô theå vaø coù theå aûnh höôûng nghieâm troïng ñeán
chöùc naêng cuûa cô quan hoaëc moâ nôi noù phaùt trieån
[1]. Khoái u coù theå chia laøm hai loaïi laønh tính vaø aùc
tính. U laønh tính laø caùc teá baøo cuûa khoái u phaùt trieån
bình thöôøng vaø khoâng laây lan sang caùc boä phaän
khaùc cuûa cô theå. U laønh tính thöôøng khoâng gaây haïi
nghieâm troïng vaø coù theå deã daøng ñieàu trò. Ví duï nhö
u xô, u môõ, u maùu… Trong khi ñoù, u aùc tính laïi coù
khaû naêng phaùt trieån raát nhanh, thaâm nhaäp vaøo maùu
hoaëc heä baïch huyeát roài di chuyeån ñeán caùc cô quan
khaùc, hình thaønh caùc khoái u môùi taïi ñaây. Caùc khoái u
aùc tính seõ daãn ñeán ung thö. Ñaây cuõng laø moät trong

nhöõng nguyeân nhaân phoå bieán gaây töû vong, ñaõ toàn
taïi xuyeân suoát lòch söû loaøi ngöôøi. Theo baùo caùo cuûa
Toå chöùc Y teá theá giôùi (WHO), naêm 2020, treân toaøn
theá giôùi coù khoaûng gaàn 10 trieäu ngöôøi ñaõ cheát vì ung
thö [2]. Ngaøy nay, vôùi söï tieán boä cuûa Y hoïc, nhieàu
loaïi ung thö ñaõ coù theå phaùt hieän ñöôïc sôùm vaø ñöa ra
phöông phaùp ñieàu trò thích hôïp. Do ñoù, caùc nghieân
cöùu veà söï taêng tröôûng cuûa khoái u laø raát caàn thieát
trong vieäc theo doõi caùc khoái u baát thöôøng, töø ñoù haïn
cheá söï laây lan hình thaønh ung thö. Trong khuoân khoå
baøi baùo, taùc giaû seõ ñöa ra 2 moâ hình thöôøng duøng ñeå
tính toaùn söï taêng tröôûng cuûa khoái u theo thôøi gian,
ñoù laø moâ hình taêng tröôûng muõ vaø moâ hình taêng
tröôûng logistic.

2. Moâ hình taêng tröôûng muõ 
Trong giai ñoaïn ñaàu cuûa söï phaùt trieån cuûa moät

khoái u, caùc teá baøo phaân chia ñeàu ñaën, taïo ra 2 teá baøo
con moãi laàn.

Moät moâ taû töï nhieân cuûa giai ñoaïn ñaàu taêng
tröôûng cuûa khoái u laø moâ hình taêng tröôûng muõ. Khi
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ñoù söï taêng tröôûng cuûa khoái u tæ leä thuaän vôùi soá löôïng
teá baøo. Chuùng ta coù theå döïa vaøo moâ hình naøy ñeå
tính toaùn heä soá k, ñöôïc goïi laø heä soá taêng tröôûng. Moâ
hình taêng tröôûng muõ thöôøng ñöôïc söû duïng trong caùc
phaân tích ban ñaàu veà khoái u. Tuy nhieân moâ hình naøy
seõ khoâng coøn hieäu quaû ôû giai ñoaïn sau vaø cuõng raát
khoù khaên ñeå xaùc ñònh tính chính xaùc cuûa k, vì trong
thöïc teá coøn raát nhieàu yeáu toá aûnh höôûng nhö söï
haïn cheá veà döôõng chaát, oxy, caùc yeáu toá sinh lyù
khaùc. Chuùng ta coù theå ñöa ra moâ hình taêng
tröôûng muõ döïa treân phöông trình vi phaân: 

dV(t)   
= kV(t) 

dt

Trong ñoù:
- V(t) kích thöôùc khoái u taïi thôøi ñieåm t
- k laø heä soá taêng tröôûng.
- dV(t)/dt laø toác ñoä thay ñoåi cuûa kích thöôùc

khoái u theo thôøi gian.
Ta giaûi phöông trình vi phaân treân ñeå tìm

V(t). 

Ta coù 
dV(t)     

= kdt   
dV(t)

V(t)                              V(t)

=  kdt  ln(V(t)) = kt + C  

trong ñoù, C laø haèng soá.
Giaû söû taïi thôøi ñieåm t = 0, khoái u coù kích thöôùc

V0 = V(0), ta coù C = lnV0
Vaäy, ln V(t)  = kt + lnV0 hay V(t) = V0. ekt (1)
Ta coù phöông trình (1) ñöôïc goïi laø moâ hình taêng

tröôûng muõ.
Chuùng ta coù theå hieåu roõ hôn veà moâ hình treân qua

ví duï sau:
Moät beänh nhaân ñöôïc chuaån ñoaùn coù moät khoái u

vôùi theå tích ban ñaàu laø   vaø sau 30 ngaøy beänh nhaân
ñoù quay laïi taùi khaùm, theå tích cuûa khoái u laø  . 

- Tính heä soá taêng tröôûng cuûa khoái u.
- Tính toác ñoä taêng tröôûng cuûa khoái u sau 30 ngaøy,

keå töø ngaøy baét ñaàu chuaån ñoaùn.
Vôùi baøi toaùn treân, ta coù theå deã daøng tính heä soá

taêng tröôûng cuûa khoái u:

k =
1    

ln 
V(30)       

30            V(0)          

=
1     

ln
20   

=
1   

ln2  0.0231
30           10        30

Ñeå tìm toác ñoä taêng tröôûng cuûa khoái u sau 30
ngaøy, ta tính: 

V’(30) = 10.0,0231.e0,0231.30  0,462  (mm3/ngaøy).
Vaäy toác ñoä taêng tröôûng cuûa khoái u sau 30 ngaøy laø

khoaûng 0,462 mm3/ngaøy.
Döïa vaøo caùc keát quaû treân, ta coù theå veõ ñöôïc ñoà

thò cuûa haøm V(t) vaø V’(t) nhö Hình 1.

Thomas Robert Malthus (1766 - 1834), moät nhaø
kinh teá hoïc ngöôøi Anh ñaõ söû duïng khaùi nieäm taêng
tröôûng muõ trong caùc nghieân cöùu veà daân soá, noåi tieáng
trong ñoù laø baøi nghieân cöùu “An Essay on the
Principle of Population" (1798) [3]. Maëc duø
Malthus taäp trung vaøo nghieân cöùu daân soá, nhöng moâ
hình taêng tröôûng muõ cuûa oâng ñaõ aûnh höôûng ñeán
nhieàu lónh vöïc khaùc, bao goàm sinh hoïc vaø y hoïc.
Moät ñaëc ñieåm cuûa moâ hình naøy laø haøm soá theo caáp
soá nhaân, töø ñoù seõ khoâng coù giôùi haïn naøo veà kích
thöôùc cuûa khoái u, nhöng ñieàu naøy laø khoâng theå xaûy
ra trong thöïc teá. Nhö ñaõ noùi ôû treân, moâ hình taêng
tröôûng haøm muõ thöôøng ñöôïc söû duïng ñeå moâ taû söï
taêng tröôûng cuûa caùc khoái u trong giai ñoaïn ñaàu, khi
nguoàn dinh döôõng vaø khoâng gian cho teá baøo phaùt
trieån coøn doài daøo. Tuy nhieân, trong thöïc teá, khoái u
khoâng theå taêng tröôûng maõi theo haøm muõ vì seõ ñaït
ñeán giôùi haïn do thieáu dinh döôõng, oxy hoaëc khoâng
gian. Khi ñoù, moâ hình taêng tröôûng logistic (coù giôùi
haïn) seõ phuø hôïp hôn. 

Hình 1: Ñoà thò cuûa haøm V(t) vaø V’(t)

Nguoàn: Taùc giaû thöïc hieän
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3. Moâ hình taêng tröôûng logistic 
Moâ hình taêng tröôûng logistic ñeà xuaát laàn ñaàu

tieân bôûi Pierre François Verhulst (1804 - 1849) -
moät nhaø toaùn hoïc ngöôøi Bæ vaøo naêm 1838 [4]. OÂng
ñaõ phaùt trieån moâ hình naøy khi nghieân cöùu veà söï taêng
tröôûng daân soá. Moâ hình naøy ñöôïc oâng boå sung yeáu
toá giôùi haïn taêng tröôûng so vôùi moâ hình taêng tröôûng
muõ nhöng sau ñoù ñöôïc öùng duïng roäng raõi trong
nhieàu lónh vöïc nhö sinh hoïc (nghieân cöùu söï taêng
tröôûng cuûa vi khuaån, söï phaùt trieån cuûa quaàn theå), y
hoïc (nghieân cöùu söï phaùt trieån cuûa khoái u), kinh teá
(tính toaùn chu kì cuûa moät saûn phaåm),… Moâ hình taêng
tröôûng logistic coù nhieàu ñieåm noåi baät hôn so vôùi moâ
hình taêng tröôûng muõ veà tính thöïc teá trong giôùi haïn
sinh hoïc, coù theå lieät keâ moät vaøi ñieåm chính nhö sau:

- Moâ hình logistic coù tham soá K (söùc chöùa toái ña)
phaûn aùnh giôùi haïn kích thöôùc toái ña cuûa khoái u. 

- Phuø hôïp vôùi thöïc teá veà giôùi haïn khoâng gian,
dinh döôõng vaø oxy trong cô theå. 

- Trong khi moâ hình taêng tröôûng muõ cho thaáy söï
taêng tröôûng voâ haïn, khoâng thöïc teá trong moâi tröôøng
sinh hoïc.

- Döï ñoaùn tin caäy hôn veà kích thöôùc cuûa khoái u
trong töông lai, traùnh öôùc tính quaù lôùn ôû giai ñoaïn
phaùt trieån veà sau cuûa khoái u.

Chuùng ta cuøng tìm hieåu veà moâ hình naøy thoâng
qua phöông trình vi phaân sau ñöôïc ñöa ra bôûi
Verhulst:

dV(t)     
=  kV(t)     1 -

V(t)

dt                                           K

Trong ñoù:
-  V(t) laø kích thöôùc khoái u taïi thôøi ñieåm t.
- k laø heä soá taêng tröôûng.
- K laø söùc chöùa toái ña. 
Tieán haønh giaûi phöông trình vi phaân naøy ñeå ñöa

ra phöông trình logistic.
Ta coù:

Laáy nguyeân haøm hai veá, ta thu ñöôïc:

hay  

trong ñoù  C laø haèng soá
Giaû söû taïi thôøi ñieåm ban ñaàu (t = 0), khoái u coù

kích thöôùc laø  V0 = V(0), suy ra:

Luùc naøy, ta seõ coù phöông trình sau:

Chia caû töû thöùc vaø maãu thöùc cho V0 .e
kt, ta thu

ñöôïc phöông trình logistic moâ taû söï taêng tröôûng cuûa
khoái u nhö sau:

Trong ñoù:
- V(t) laø kích thöôùc khoái u taïi thôøi ñieåm t
- V0 laø kích thöôùc khoái u taïi thôøi ñieåm ban ñaàu.
- k laø heä soá taêng tröôûng.
- K laø söùc chöùa toái ña. 
Chuùng ta cuøng nghieân cöùu ví duï sau ñeå hieåu roõ

hôn veà moâ hình naøy.
Giaû söû beänh nhaân coù moät khoái u phoåi vôùi caùc

thoâng soá nhö sau:
- Kích thöôùc ban ñaàu laø V0 = 0.1 cm3.
- Kích thöôùc giôùi haïn cuûa khoái u K = 100 cm3 (do

giôùi haïn veà döôõng chaát, oxy vaø khoâng gian).
- Heä soá taêng tröôûng k = 0.2. 

(                                   )
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Söû duïng phöông trình vi phaân logistic vaø phöông
trình logistic, thu ñöôïc Baûng 1.

Töø nhöõng tính toaùn ôû Baûng 1, ta coù theå thaáy:
- Giai ñoaïn ñaàu (tuaàn 1 - 5):
Kích thöôùc taêng chaäm nhöng toác ñoä taêng tröôûng

ñang taêng daàn, kích thöôùc khoái u khoaûng 0,3% so
vôùi kích thöôùc toái ña.

- Giai ñoaïn giöõa (tuaàn 20 - 25):
Luùc naøy khoái u ñang phaùt trieån maïnh nhaát, toác

ñoä taêng tröôûng cao, kích thöôùc ñaït khoaûng 15-33%
so vôùi kích thöôùc giôùi haïn.

- Giai ñoaïn cuoái - giai ñoaïn baõo hoøa (töø tuaàn 30
trôû ñi): 

Toác ñoä taêng tröôûng giaûm daàn, kích thöôùc ñaït
khoaûng 85-91% so vôùi kích thöôùc giôùi haïn, ñieàu naøy
theå hieän roõ söï tieäm caän ñeán söùc chöùa K, khi khoâng
coøn ñuû dinh döôõng vaø khoâng gian ñeå khoái u tieáp tuïc
phaùt trieån maïnh.

Trong y hoïc, moâ hình naøy coù yù nghóa raát lôùn

khi moâ taû söï hình thaønh cuûa khoái u: ôû giai ñoaïn
ñaàu, khoái u phaùt trieån chaäm vaø coù theå chöa gaây
trieäu chöùng cuï theå. ÔÛ giai ñoaïn giöõa, luùc naøy khoái
u seõ phaùt trieån maïnh nhaát, ñaây laø thôøi ñieåm quan
troïng trong vieäc ñöa ra chaån ñoaùn vaø phöông
phaùp ñieàu trò thích hôïp. Khi ñeán giai ñoaïn baõo
hoøa, khoái u khoù phaùt trieån hôn nhöng vaãn toàn taïi,
ñaây thôøi ñieåm laø khi ñieàu trò coù theå giuùp laøm
chaäm hoaëc ngaên cho khoái u tieáp tuïc phaùt trieån. Töø
moâ hình treân ta thaáy, giai ñoaïn taêng tröôûng nhanh
nhaát cuûa khoái u (giai ñoaïn giöõa) laø thôøi ñieåm toát
nhaát ñeå can thieäp baèng thuoác hoaëc caùc phöông
phaùp ñieàu trò khaùc. Neáu chuùng ta ñieàu trò quaù sôùm
khi khoái u coøn nhoû (giai ñoaïn ñaàu) thì moät soá
phöông phaùp coù theå chöa phaùt huy heát hieäu quaû.
Trong khi ñoù, neáu ñieàu trò quaù muoän khi khoái u ñaõ
ñaït traïng thaùi baõo hoøa, teá baøo ung thö coù theå baét
ñaàu taùch ra vaø xaâm nhaäp heä tuaàn hoaøn, gaây di caên
ñeán caùc boä phaän khaùc. Vì vaäy, vieäc söû duïng moâ

Baûng 1. kích thöôùc, toác ñoä taêng tröôûng theo thôøi gian

Nguoàn: Taùc giaû thöïc hieän
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hình logistic coù theå giuùp xaùc ñònh thôøi ñieåm phaùt
trieån vaø möùc ñoä nguy hieåm cuûa khoái u ñeå can
thieäp kòp thôøi.

3. Keát luaän
Hieän nay, coøn raát nhieàu moâ hình khaùc ñang ñöôïc

duøng ñeå nghieân cöùu veà söï taêng tröôûng cuûa khoái u.
Trong ñoù, moâ hình taêng tröôûng muõ vaø moâ hình

logistic laø hai moâ hình cô baûn ñöôïc söû duïng roäng
raõi. Caùc moâ hình naøy giuùp caùc nhaø nghieân cöùu coù
theå tính toaùn ñöôïc söï phaùt trieån cuûa khoái u theo thôøi
gian, xaùc ñònh ñöôïc thôøi ñieåm ñieàu trò hieäu quaû nhaát
cuõng nhö döï ñoaùn ñöôïc khaû naêng teá baøo ung thö di
caên ñeå coù theå can thieäp sôùm, ñöa ra phaùc ñoà ñieàu trò
thích hôïp cho beänh nhaân n
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